Fouriermetoder, 14 okt 2004

SKRIVTID: 9-14, HIALPMEDEL: Beta, formelsamling, fickréiknare.. MOTIVERA ALLA LOSNINGAR NOGGRANT.
POANGGRANSER: 3 18-24p, 4 25-31p, 5 32-40p. Varje uppgift ar vard 8p.

1. (a) For vilka reella a dr nedanstdende differentialekvation stabil?
(L) X" +2ax (t)+(a® - 1) x(t) = u(t)
(b) Los (A) i det fall att a=0, u(t) =6(t —1)+6(t — 1) och
x(0) = x"(0) = 0.

LOSNING

(a) Stabiliteten star och faller med impulssvaret h(t). Nirmare bestamt
rader stabilitet omm samtliga poler till den s.k. dverforingsfunktionen H(s)
— Laplacetransformen av h(t) — ligger i vanster halvplan, dvs har negativ
realdel.

Laplacetransformerar vi A’/ (t) +2 a b’ (t) + (32 - 1) h(t) = 6(t) dar
h(0) = K (0) = O far vi
H(s) 2422 H(s) s+ (a2 - 1) H(s) =1,

1 1

ochdarmed H(s) = 5531 = Grar) iocl)

Polerna till H(s) ar reella: s=—1—a och s=1-a. Sa villkoret for stabilitet
blir att bagge polerna ar negativa, vilket de ar omm den storsta ar negativ,

dvs omm [a>1].

(b) Laplacetransformerar vi x”/(t) — x(t) = 6(t — 1) + 6(t — 1) dar
x(0) = x"(0) =0 far vi

2 X(s)-X(s)= £+ =5 (1)
S

Av (1) féljer att X(s) = (1= - L)e~s

s—1 s

Inverstransformering (med fordrojningsregeln) ger | x(t) = (et_l - 1) ot-1)|
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2. Bestam y(n) da n= 2 i foljden (0, 0, y(2), y(3), ...) givet att
y(n+2)+2y(n+1)-3y(n)=n, neN.

LOSNING Vi Z-transformerar och far . ..

Y222 +2Y(2)z-3Y(2) = e 2)
Av (2) foljer att

_ V4 _
YO =@ -
1 _1_( 16 z 4z z z )

zZ —— =
(z-1)3 (z+3) 64

+ p—
(z-13 (z-1)2  z-1  z+3
Inverstransformering ger till sist

1 -1 2 3
y(n)z—(16%—4n+ 1 - (37 =230,

n (=3)"
64 16

1
64 64

Kontroll:

Det ar latt att generera nagra inledande output med ovanstaende formel.
Och dnnu enklare ar det att berdkna nagra inledande y(n) med hjilp av
den givna rekursionsformeln. Man far ...

n 0 1 2 4 5 6 7
() 0 0 0 1 0 6 -8 39

2 _
23,1 g 9 9 1 0 6 -8 39

ns n
8 16 64 64
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3. (a) Bestam fourierserien till den 27-periodiska funktionen i figuren.
(b) Berékna sedan (med hjalp av fourierserien) 1 + il 1y

9 25 49

LOSNING

Funktionen ar udda, sa fourierserien blir en sinusserie Z‘,’f’zl bp sin(nt).

2[ z . 7 ,
b,=— f (—t)sm(nt)dt+f (t-msin(nt)dt|=
n\JO %

) [nﬂcos(%)—Zsin(”Q—”) n7rcos("2—”)+2sin("2—”)]

2n2 2 n2

5 25in(”2—”) 0, njamn
a1 n2 :{;—;‘asin(’;—”), nudda

Fourierserien blir saledes

Z 4 sin(%)sin(n t) =

2
n=1,35,... *"
4sin(t) 4sin(3t) 4sin(bt) 4sin(7t)
- + - + + ...

b On 257 49

Serien 1+%+L+L+...

25 49
fourierserien i t = —%. Man far ...

kan beraknas genom att evaluera
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Dirichlet
- . -4
T f(—ﬂ) = Z sm(ﬂ)sm(—n—
2 2 n=135,.. "
4 4 4 4 1
—+—+—+—+...=—(1+—+—+—
7 97 257 49n¢ m 9 2 49
2
Hirav, = =1+ L + L 4+ L 4
8 9 25 49

4. Berakna fouriertransformen av

(a) den funktion som ir lika med e! d5 t <0 och lika med =2t d3 t>0.

(b) leltf LEDNING: Symmetriregeln g(t) ~ 27 g(—w).
LOSNING

(a) f?ooete_thdt + f()ooe_2te_thdt=

N 3 _ 3w?+6+3iw
—iw+l w42 wl—iw+2  (W2+1) (w2+4)

(b) eIt~ 1+2 5 (Finns i formelsamlingen.)
w

|
Av skalningsregeln foljer att e o

1+4 w2
linedritet) att
1 -1 1
Lol o 1+
4 1+4 w2

—W
Av symmetriregeln foljer till sist att —s— ~ 27 L 712 | =
y gein 103 1442 4

och darav foljer (av
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5. (a) Los varmeledningsekvationen
ou(x,t) _ 62u(x,t)
ot Ox2
for en trdd av langd w1, dvs O <x<m, t>0 givet att
(i) tradens temperatur i begynnelsen ges av u(x, 0) = 2 cos4(x) + COS2(X),

uQ,t) _ o duwt) _g 50
" Ox ' .

O0<x<m,

(i) andpunkterna &r isolerade hela tiden, dvs 3
X

(b) En tidsoberoende virmekélla i traden forandrar varmeledningsekvationen

till
Ju(x,t) _ 32u(x,t)
Franiaiarw; + cos(x)

Lds denna nya ekvation under samma rand- och begynnelsevillkor som i (a)

LOSNING

(a) Av randvillkoren (ii) leds vi till att for fixt ¢ skriva u(x, t) som en

cosinusserie (eller hur!).
o0

ulx, t) = Z an(t) cos(n x)

n=0

PDE : nfar da utseendet

0 _
m =0 an(t) cos(n x) = >3

o dap(t) _ 00 2
dvs n=0 a# cos(nx) = ano(—n a,,(t)) cos(n x)

2
9 0 an(t) cos(n x),

vilket ger upphov till ODE:n % = —n? anp(t)
2
som loses av ap(t) = A e~ "t

Harav,
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2
ulx, t) = :’:0 Ape " tcos(nx).

Ap bestdms av begynnelsevillkoren (i)

2 cos4(x) + cos? (x) (T) u(x, 0) = Z Ap cos(n x)

n=0

cosz(x) =1 cos(2 x) + 1

2 2
Med hjalp av formlerna 1 1 3
cos4(x) = = cos(2x) + = cos(4 x) + =
2 8 8

3 1
cos(2 x) + 1 cos(4 x)

blir 2 cos*(x) + cos?(x) = % +5

(4) kan alltsd skrivas
> + 3 cos(2 x) + % cos(4 x) =

4
Ag + Aq cos(x) + Ag cos(2 x) + Az cos(3x) + Ay cos(4 x) +
Harav, Ag= % Ay = % Ay = % och A, =0 for ovriga n.

Om detta pluggas in i (3) fas

-16t cos(4 x) |.

5 4t 1
ux,t)y=—+ —e cos2x)+ —e
4 2 4

Kontroll:
ou(x, t _ _
M =-6e 4tcos(2x)—4e 16tcos(4x)
ot
82 u(x, t
& =—6¢ 4t cos(2 x) — 4710t cos(4 x)

dx2
ou(x,t) _ 92 u(x,t)

Som synes stammer det att
y ot Ox?
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(b) Eftersom PDE:n nu har en tidsoberoende inhomogenitet forsdker vi l6sa
problemet genom att forst hitta en tidsoberoende partikularlosning till PDE:n
och randvillkoret.
Upart (x) = cos(x) aren sddan I6sning. Tank sjalv

efter hur man kan komma pa denna partikularlosning.

Om u l6ser det inhomogena problemet,

sd maste Upom = U — Upart 16sa nedanstdende homogena problem :

OUpom (X, 1) _ 92 Uphom (X, )

ot o2 (Forsok sjalv visa dettal)
X

PDE;om:

BEGhom: Uhom(x, 0) =2 cos4(x) + cos? (x) — cos(x)

=0-0=0.

RAND:  4hom@D _ o _ ¢ Fuhom(™.t)
ox Ox

Detta problem &r ndstan ordagrant samma problem som i (a). Enda
skillnaden ar en extra term i begynnelsevillkoret. Darfor blir uy,g,, nastan
identisk med 16sningen i (a). Man far

n2

(o]
Uhom, 1) = Z Ape t cos(n x)

n=0

dar A, bestims av BEGy g, - --

5 3 1
-+ — 2X)+ — 4 x) - =
5 cos(2 x) 7 cos(4 x) — cos(x) )
BEGhom
lg + A1 cos(x) + Ay cos(2 x) + Az cos(3x) + Ay cos(4x)+ ...
Dvs Ag = % Al =-1 Ay = % Ag = % och A, =0 for ovriga n.

3

S& Upom(x, ) = % —leteos(x)+ > et

t cos(2 x) + % e 16t cos(4 x).

Harav,
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ulx, t) = ulx, t) + upart(x) =

4

2 _1et cos( x) + % e 4t cos(2 x) + % e~16t cos(4 x) + cos(x)

Dvs, | u(x, t) = % +(1—e b cos(x) + %@_4 t cos(2 x) + % e~ 16t

cos(4 x)

Kontroll:
0 , t
U(ax ) et cos(x)— 6~ cos(2x) — 4710 cos (4 x)
t
82 u(x, t) + cos(x)
— ' 7t cos(x) =
9x2

—-(1- e_t) cos(x)—6 e 4t cos(2x)—4 e_l6 t cos(4 x) + cos(x)

= du(x,t) _ 62u(x,t)
Som synes stammer det att or W

+ cos(x).




